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Намагнiченiсть i критична температура бiнарного аморфно-
го сплаву
Л.А. Дорош, Г.В. Понедiлок, Ю.К. Рудавський
Анотацiя. Узагальнена обмiнна s-d модель використовується для
опису термодинамiчних властивостей аморфного бiнарного спла-
ву замiщення. Запропонована схема послiдовного врахування вкла-
ду структурних флуктуацiй у термодинамiчнi функцiї. Побудовано
функцiонал термодинамiчного потенцiалу у формi функцiонального
степеневого ряду. Розрахунок конфiґурацiйно засередненого термо-
динамiчного потенцiалу проведено у наближеннi самоузгодженого
поля (MFA) i наближеннi хаотичних фаз (RPA). Iз умов самоузго-
дження знайденi рiвняння для намагнiченостей та температури Кю-
рi переходу “парамагнетик–феромагнетик”. Здiйснено аналiтичний i
чисельний аналiз вказаних рiвнянь, порiвняння результатiв iз експе-
риментальними даними по сплаву CoxGd1−x.
The magnetization and critical temperature of amorphous bi-
nary alloy
L.A. Dorosh, G.V. Ponedilok, Yu.K. Rudavskii
Abstract. The generalized exchange s-d model for description of ther-
modynamical properties of dilute amorphous substitutional alloy is used.
A scheme of consistent taking into account of the contributions of struc-
tural fluctuations to the thermodynamic functions is considered. The
functional of the thermodynamic potential is constructed as a functional
power series. The configurationally averaged grand thermodynamic po-
tential of the model in the self-consistent field approximations (MFA)
and random phase approximation (RPA) is calculated. Self-consistency
conditions are given, from which equations for magnetizations and Curie
temperature of the paramagnetic-ferromagnetic transition are obtained.
The analytical and numerical analysis of equations, comparison results
with experimental data for alloy CoxGd1−x is made.
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1 Препринт
1. Спiн-електронна модель аморфного бiнарного
сплаву
Розглядається аморфна бiнарна сумiш N атомiв в об’ємi V ⊂ R3:
атоми сорту 1 володiють локалiзованими магнiтними моментами, а
атоми сорту 0 не мають локалiзованих магнiтних моментiв. Коор-
динати атомiв (R1, ...,RN) = R
N ∈ V можуть приймати довiльнi
випадковi значення. Кiлькiсне спiввiдношення мiж числом магнiт-
них i числом немагнiтних атомiв характеризується концентрацiєю c
яка є постiйним числом (0 6 c 6 1).
Мiкроскопiчна модель аморфного магнетика складається з двох
взаємодiючих квантових пiдсистем – пiдсистеми локалiзованих атом-
них спiнiв i пiдсистеми електронiв провiдностi. Оператор Гамiльтона
моделi записується у виглядi
Hˆ = Hˆs + Hˆel + Hˆel−s. (1)
Перший доданок описує гайзенбергiвську енергiю пiдсистеми лока-




























−iqRj , α = x, y, z. (3)
Тут Sj – оператор спiна магнiтного атома, що знаходиться в точцi
Rj ∈ V . Зовнiшнє магнiтне поле h спрямоване вздовж осi OZ ла-




1, коли в точцi Rj знаходиться магнiтний атом ,
0, коли в точцi Rj знаходиться немагнiтний атом .
Електронна пiдсистема описується в рамках псевдопотенцiаль-
ного пiдходу. Гамiльтонiан електронiв провiдностi зручно записати у
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представленнi вторинного квантування, використовуючи плоскi хви-
лi ϕ(r) = V −1/2 exp(ikr), де хвильовий вектор k ∈ Λ. Iмпульсний
квазiнеперервний простiр
Λ = {k : k =
∑
16α63
2pi V −1/3nαeα, nα ∈ Z, (eα, eβ) = δαβ}
породжений заданням перiодичних граничних умов на протилежних
гранях куба об’єму V . З врахуванням процесiв розсiяння електронiв














Тут a+k,σ(ak,σ) – фермiївськi оператори народження (знищення) елек-
тронiв у станах {k, σ}. Iндекс σ приймає значення, що вiдповiдають
двом можливим проекцiям електронного спiну на вiсь квантуван-
ня OZ. Спектр вiльного електронного газу при наявностi зовнiшньо-








1, якщо σ =↑
−1, якщо σ =↓ .
Отже, (5) задає початковий закон дисперсiї електронiв у двох енер-
гетичних пiдзонах, змiщених одна вiдносно одної на величину 2µ
B
h.











drw(|r|) e−iqr , (6)
де w(|r|) – псевдопотенцiал електрон-iонної взаємодiї. Для локаль-
них псевдопотенцiалiв матричний елемент wq потенцiалу розсiяння
електронiв на iонах залежить тiльки вiд модуля iмпульсу передачi q.
Зауважимо, що ми маємо справу iз двокомпонентною системою,
яка мiстить в собi два сорти iонiв, псевдопотенцiали розсiяння елек-
тронiв провiдностi на яких будуть рiзними, i пiд wq ми будемо розу-
мiти величину






q – псевдопотенцiали розсiяння на немагнiтних i магнiт-










q − w(0)q )
]
. (7)
У зображеннi вторинного квантування по плоских хвилях вiль-
них електронiв гамiльтонiан спiн-електронної взаємодiї





















Тут sˆi – векторний оператор спiна електрона, локалiзованого у точцi
ri ∈ V . Декартовi компоненти оператора спiна електрона sˆαj = σˆα/2,
α = x, y, z, де σˆα – матрицi Паулi. У виразi (8) оператори Sαq озна-
ченi формулою (3) з iншими iндексами α = z,+,−, де оператори
перевороту спiна S±j = S
x
j ± iSyj .
У формулi (8) означенi бiлiнiйнi комбiнацiї операторiв народжен-



















Ермiтовий оператор σˆzq має змiст фур’є-компонент оператора гус-
тини електронної спiнової поляризацiї, а nˆq,σ – фур’є-компоненти
оператора повної електронної густини.
Припускається, що всi N атомiв бiнарного сплаву AcB1−c є од-
наковими за своїми розмiрами, мають однаковi значення потенцiалiв
мiжiонних взаємодiй. Вiдмiннiсть мiж атомами проявляється лише в
тому, що cN з них володiє локалiзованими магнiтними моментами, а
решта не мають магнiтних моментiв. Основне припущення полягає в
тому, що магнiтнi взаємодiї суттєво слабшi вiд взаємодiй електроста-
тичного характеру i тому не впливають на просторову конфiґурацiю
атомiв, або принаймнi впливають незначно. За таких умов можна
уникнути необхiдностi iдентифiкацiї розподiлу атомiв рiзних сортiв







e−ikRj , k 6= 0, (10)
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−ikRj , k 6= 0, (11)
пов’язанi з фур’є-коефiцiєнтами флуктуацiй густини магнiтоактив-
них атомiв.
Структуру бiнарної аморфної системи будемо описувати кореля-
цiйними функцiями





c˜k1 . . . c˜kn
irr
. (12)
Тут (. . .)
irr
– символ незвiдного середнього. Схему розрахунку кон-
фiгурацiйних середнiх твiрний функцiонал яких [1] описано в [2].
Кореляцiйна структурна функцiя другого порядку (12) у випадку
просторово однорiдної аморфної структури:
K2(k1;k2) = c [1− c+ c S2(k1)] δk1+k2,0 ; (13)
S2(k)– бiнарний структурний фактор системи, для якого можна взя-



























Тут η = pi6 %a
3 – густина упаковки твердих сфер, a –дiаметр атома.
2. Параметри порядку. Ефективний гамiльтонiан
Термодинамiчнi властивостi описаної спiн-електронної моделi будемо
розглядати в рамках концепцiї параметрiв порядку. В цьому випадку
необхiдно провести деякi узагальнення. Це пов’язано з тим, що па-
раметри порядку можна, а в деяких випадках i необхiдно, визначати
як функцiонали випадкових структурних параметрiв.
5 Препринт
Введемо оператори флуктуацiй намагнiченостi пiдсистеми атом-







e−ikRj (c˜jSj − c˜j y ez) . (14)
Термодинамiчне середнє значення спiну j-го атома залежить вiд про-
сторової конфiгурацiї системи, тобто є функцiоналом координат всiх
атомiв: 〈Szj 〉
T








тут i далi буде означати термодинамiчне середнє за великим канонi-
чним розподiлом Гiбса з повним гамiльтонiаном моделi, Ω – термо-
динамiчний потенцiал, β = (kBT )
−1 – обернена температура в енер-
гетичних одиницях.
Будемо тут використовувати наближення, коли у формулi (14)
термодинамiчне середнє yj(c˜1R1, . . . , c˜NRN) замiнюється його кон-
фiґурацiйно середнiм значенням y = yj(c˜1R1, . . . , c˜NRN ) ≡ 〈Szj 〉
T
.





, σ = z
σˆ±q , σ = ±
, (16)
компонента pizq якого описує флуктуацiї електронної спiнової поляри-

















〈a+kσakσ〉T – середнє термодинамiчне i конфiґурацiйне
значення повного числа електронiв провiдностi з проекцiєю спiну σ
на вiсь квантування. Означимо величину електронної спiнової поля-








= p V δq,0. (19)
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Формула (19) отримана за припущення, що в системi виникає лише
просторово однорiдна магнiтна структура електронного газу, тобто
〈σˆzq〉
T
= 0 при всiх значеннях q 6= 0. Таким чином, другим параме-
тром порядку є величина p, яка описує електронну спiнову поляри-
зацiю, що припадає на одиницю об’єму i визначатиметься самоузго-
джено з умови мiнiмуму темодинамiчного потенцiалу.
В термiнах операторiв (14) i (16) повний гамiльтонiан s-d моделi
можна переписати у такiй формi
Hˆ = C + Hˆ0 + Hˆint. (20)









Jk c˜k c˜−k. (21)
Одночастинковий ефективний гамiльтонiан, що описує енергiю пiд-
системи вiльних електронiв провiдностi та енергiю пiдсистеми лока-
лiзованих спiнiв в самоузгоджених полях, має вигляд

























ikRj + c˜−k e−ikRj
)
. (23)
Параметр J0 ≡ lim|k|→0Jk характеризує iнтенсивнiсть обмiнної спiн-











Перенормований за рахунок ефектiв пiдмагнiчування пiдсисте-




















w(|r|) dr = (1− c)w(0)0 + cw(1)0
7 Препринт
– однорiдний ефективний потенцiал, обумовлений некулонiвським
характером псевдопотенцiалу i не зникає за рахунок умови нейт-
ральностi, як це має мiсце у моделi точкових iонiв. З умови термоди-
намiчної стiйкостi псевдопотенцiал повинен задовольняти додаткову
умову |w0| <∞.





































До оператора Hˆint вiднесено доданок, що характеризує енергiю роз-
сiяння електронiв на iонах. Однак тепер перенормований псевдопо-




























тобто включає складову, що характеризує обмiнну спiн-електронну
взаємодiю. Природно, що такий псевдопотенцiал вже залежить вiд
орiєнтацiї електронного спiну вiдносно осi квантування.
Побудову функцiоналу термодинамiчного потенцiалу у формi
функцiонального степеневого ряду методом [3,4] проведено в [2]. Пi-
сля конфiґурацiйного засереднення знайдено вираз для термодина-
мiчного потенцiалу













































ω + E˜k+q,σ1 − E˜k,σ2
. (29)










































Mn−1(x), n > 1.
Тут функцiя




























3. Намагнiченiсть та критична температура спiн-
електронної моделi
Знайдемо рiвняння для намагнiченостi у найпростiшому наближен-
нi, коли знехтувати вкладом структурних флуктуацiй у термоди-
намiчний потенцiал (30), тобто приймемо, що кореляцiйнi функцiї
Kn(k1; . . . ;kn) ≡ 0, n > 1.
З умови мiнiмуму термодинамiчного потенцiалу за параметром
порядку y i означення поляризацiї одиницi об’єму p
dΩ[c˜NRN ]
dy




























де ρe = Ne/V – густина електронiв провiдностi, виведемо систему
рiвнянь для y, p та хiмпотенцiалу µ. При переходi вiд суми до iнтег-
ралу за хвильовим вектором використаємо вираз для густини станiв







, де енергiя Фермi електронного
газу EF = (3pi
2)2/3~2%
2/3































































Тут величина ξ = µ
B
h + c y I0. Приведена (нормована на величину
локалiзованого спiну) намагнiченiсть атома M = y/S. В рiвняннях
(33) зроблено перехiд до зручних при чисельних розрахунках вели-
чин: P = 2pV/Ne – електронної спiнової поляризацiї, що припадає
на один електрон i яка може набувати в магнетонах Бора значень
P ∈ [−1; 1]. Величина ne = Ne/N – число електронiв, що припадає
на один атом.
Намагнiченостi i критична температура
невпорядкованої s-d моделi в наближеннi RPA
З умов (31)–(32) з термодинамiчним потенцiалом (27) отримаємо сис-
тему рiвнянь для намагнiченостей y, p та хiмпотенцiалу µ. Для цього





















видiлимо структурно залежну складову
Êk,σ = E˜k,σ +∆k,σ ,



























Розкладемо другий вираз (31) i (32) у степеневий ряд за флуктуацi-
ями ∆k,σ. Для цього скористаємося означенням оператора зсуву































Останнiх два доданки суттєво залежать вiд степеня n розкладу ∆k,σ
за хвильовим вектором i вiдмiннi вiд нуля лише коли пiдiнтегральна
функцiя парна (тобто коли n+12 = 2k, k ∈ Z).
Для проведення чисельних розрахункiв використано формулу ди-
































∣∣∣∣1 + x1− x
∣∣∣∣.
Обмiннi магнiтнi iнтеграли взято у виглядi











, p = ka
B
;









































































































































































M  2EF/I0= 100  MFA
 2EF/I0= 100  RPA
 2EF/I0= 1000  RPA












Рис. 1. Залежнiсть намагнiченостi пiдсистеми локалiзованих спiнiв
i електронної спiнової поляризацiї вiд температури при рiзних зна-
ченнях параметрiв моделi.
13 Препринт

























Рис. 2. Концентрацiйна залежнiсть намагнiченостi i поляризацiї при
наявностi магнiтного поля в рiзних наближеннях.
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Рис. 3. Фазовi дiаграми намагнiченостi i поляризацiї при рiзних тем-
пературах (температура в одиницях критичної температури Гайзен-
берга).
15 Препринт











Рис. 4. Крива залежностi намагнiченостi вiд концентрацiї магнiтних
домiшок при температурi 10o К отримана в наближеннi хаотичних
фаз i данi експерименту з [6, 7].
тут позначено h0 = gµBh+ c S M J0 +
1
2P ne I0.
У граничному випадку аморфного гайзенбергiвського магнетика
(I ≡ 0) у вiдсутностi зовнiшнього поля (h = 0) за умови w(0)q = w(1)q
iз (35) отримуємо формулу намагнiченостi










1 + 4βJkK2(k; c)M21 (βcyJ0)
)
,
з якої для кристалу (K2(k) = 0) виникне вiдома формула для нама-
гнiченостi y = M1(βycJ0).
Iнший граничний випадок – класична s-d модель Шубiна-Вонсов-
ського без гайзенбергiвських взаємодiй J ≡ 0 приведе до рiвняння









































Чисельне розв’язання систем для намагнiченостей (33) (в набли-
женнi MFA) i (35) (в наближеннi RPA) дає можливiсть дослiдити
залежностi нормованих на свої максимальнi значення намагнiчено-
стей M i P вiд температури та концентрацiї при рiзних значеннях





рисунках 1–3. Температура наведена в одиницях T 0c = c S(S+1)J0/3
– температур Кюрi гайзенбергiвського магнетика у наближеннi мо-
лекулярного поля.
Значення параметрiв, якi використанi при проведеннi розрахун-
кiв: S = {0.5; 1.; 1.5}; I0/J0 = {0.1; 0.5; 1.}; 2EF /I0 = {100; 200; 500};
η = 0.43÷ 0.45; ne = 1.; α1 = 0.5; α2 = 1.
Як видно iз рис. 1, вклад електронної спiнової поляризацiї у за-
гальну намагнiченiсть системи на порядок менша вiд вкладу нама-
гнiченостi локалiзованих магнiтних моментiв (загальною намагнiче-
нiстю системи вважатимемоMtotal = cNM+(1−c)NPρenm+cNPρem,
де ρem, ρ
e
nm – густина електронiв на магнiтному i немагнiтному атомi
вiдповiдно); iз врахуванням флуктуацiй структури в бiльш точному
наближеннi RPA критична температура зменшується як для M так
i для P симетрично, що вказує на їх взаємозв’язок i те, що фазовий
перехiд для них єдиний. Iз збiльшенням параметру спiн-електронної
взаємодiї вклад спiнової поляризацiї зростає. Залежнiсть намагнiче-
ностi вiд концентрацiї рис. 2 за наявностi магнiтного поля демонст-
рує цiкавi особливостi в рiзних наближеннях: для наближення само-
узгодженого поля намагнiченiсть не залежить вiд концентрацiї.
Важливою характеристикою магнiтних систем є температури фа-
зових переходiв. Знайдемо температуру переходу з невпорядкованої
парамагнiтної у впорядковану феромагнiтну фазу, так звану темпе-
ратуру Кюрi Tc у випадку наближення самоузгодженого поля. Для
цього покладемо зовнiшнє магнiтне поле рiвним нулю. При T → Tc
величина ξ = cI0SM/2 → 0. Позначимо µc = µ(T = Tc). Розкла-
демо правi частини (33) в околi температури Tc у степеневi ряди i








































Тут позначено F ′n(x) = dFn(x)/dx. Оскiльки два першi рiвняння
утворюють систему рiвнянь однорiдну вiдносно M та P , то для того
щоб iснували нетривiальнi розв’язки головний визначник системи




























































Рiвняння (37) i (38) трансцендентнi. Можна оцiнити деякi гра-
ничнi випадки. Так при покладаннi параметра I0 рiвним нулю, роз-
в’язком рiвняння (37) буде критична температура для iдеальної мо-
делi Гайзенберга. Якщо прирiвняти J0 до нуля (класична s-d модель













































Графiки порiвняння чисельних результатiв для критичної темпе-
ратури в RPA i наближеннi самоузгодженого поля подано нижче.
Наближення самоузгодженого поля практично дублює лiнiйну
залежнiсть критичної температури вiд концентрацiї класичної Гай-
зенбергiвської моделi.
ICMP–05–14U 18

























Рис. 5. Залежностi температури Кюрi вiд концентрацiї магнiтних
домiшок i параметру спiввiдношення енергiї Фермi до iнтегралу спiн-
електронної взаємодiї.
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Рис. 6. Критична температура як функцiя спiввiдношення мiж iнте-
гралами спiн-спiнової та спiн-електронної взаємодiї I0/J0. Значення
параметрiв: c = 0.5; η = 0.45; ne = 1.; 2EF/I0 = 200.
Висновки
Запропонована схема видiлення самоузгоджених середнiх полiв. Об-
числений термодинамiчний потенцiал моделi у наближеннi середньо-
го самоузгодженого поля. Встановлено, що вклад M i P в загальну
намагнiченiсть системи росте iз збiльшенням концентрацiї магнiтних
домiшок i з пониженням температури в системi. При якiсному по-
рiвняннi результатiв отриманих теоретичних результатiв з даними
експерименту по сплавах CoxGd1−x i FexHo1−x помiтна добра збiж-
нiсть до концентрацiї c = 0.2, оскiльки межею застосовностi даного
наближення є малi концентрацiї.
Як видно з отриманих аналiтичних виразiв i з графiкiв, критична
температура s-d магнетика пiднiмається iз збiльшенням величини
iнтегралу спiн-електронної взаємодiї за квадратичним законом, що
передбачає покращення його магнiтостабiльностi з температурою.
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